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Die relative Stabilitdt verschiedener Ionengitter wird fiir ein Modellsystem nicht itber-
lappender, polarisierbarer Ionen diskutiert. Die Kristallfeld-Polarisationsenergie eines Iong
wird nach dem Variationsverfahren von KIRkwoop und pe WETTE berechnet. Das Problem
wird in zwei Teilaufeaben zerlegt — Teil I: Berechnung der Multipol-Polarisierbarkeiten o;
fiir Atome und ein-, zwei- und dreiwertige Tonen mit Edelgaskonfiguration; Teil IT: Bestim-
mung der Feldstirkekoeffizienten fi,» in Abhangigkeit des Gittertypus. Die Polarisations-
energie wird in erster Naherung durch die einfache Relation:
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beschrieben.

The relative stability of different ionic lattices is examined for a model system of non-
overlapping, polarizable ions. The variational treatment of KiRkwoop and pE WETTE is used
to calculate the crystal field polarization energy of an ion. The problem is separated into two
parts — Part I: Calculation of the multipole polarisibilities «; for atoms and uni-, bi- and
trivalent ions with noble gas configuration; Part II: Determination of the fieldstrength coef-
ficients fi,» as dependent upon the lattice type. The polarisation energy is described in the
first approximation by the simple relation:

1
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La stabilité relative des différents réseaux ioniques est donnée pour un modéle d’ions
polarisables ne se recouvrant pas. L’'énergie de polarisation du champ cristallin d’un ion est
calculée selon le procédé de variation de Kikkwoop et de DE WETTE. Le probléme se compose
de deux parties: I. Calcul des polarisabilités &; multipolaires pour atomes et ions uni-, bi- et
trivalents avec configuration de gaz rares. II. Détermination des coefficients fi,» d’intensité du
champ en fonction du type de réseau. L’énergie de polarisation est décrite, en premidére appro-
ximation, par la relation simple
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1. Einleitung

Die Polarisierbarkeit von kugelsymmetrischen Atomen oder Ionen in elektro-
statischen Feldern der Form R! Yy [ Y7, m(d,@) sind die Kugelflichenfunktionen]
kann durch einen Satz von Multipol-Polarisierbarkeiten [1] ; beschrieben werden,
die in einfacher Weise zusammen mit den entsprechenden FeldstdrkegroBen die
Polarisationsenergie ergeben. DarcarNo [2] hat in einem Ubersichtsartikel die in
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dieser Richtung gehenden theoretischen Bemiithungen zusammengefaflt, wobei
auffallt, daf neben einigen sehr weitgehenden Einzelrechnungen fiir freie Tonen
solche fiir Tonen im Kristallgitter nicht erscheinen. Polarisierbarkeiten fir Gitter-
ionen sind ebenfalls definiert, wenn die Tonenkristalle in Zellen von Einzelionen
aufgeteilt werden. Die hoheren Polarisierbarkeiten dieser Gitterionen kdnnen sich
von denen der freien Ionen, wie hier gezeigt werden wird, um einige Zehner-
potenzen unterscheiden. Im ersten Teil dieser Arbeit wird aufbauend auf der
Methode von Kirkwoobp {3] und pE WEITE [1] eine Systematik der semiempiri-
schen Multipol-Polarisierbarkeiten von freien Yonen und Gitterionen beschrieben.
In einem zweiten Teil [4] wird die Kristallfeld-Polarisationsenergie eines Modell-
systems polarisierbarer, nicht tiberlappender Ionen im Zusammenhang mit der
relativen Stabilitdt verschiedener Ionenstrukturen diskutiert.

2. Polarisationsenergie und Polarisierbarkeit fiir kugelsymmetrische Atome

Kierwoop hat mit der Variations-Storungsrechnung die Polarisationsenergie
E, eines kugelsymmetrischen Atoms im homogenen elektrischen Feld hergeleitet:
20, | HE | V)P

B, = eay (¥ | 2‘: (grad: H,)?| W) 1)

Hierbei ist ¥, die ungestorte totalsymmetrische Funktion des freien Atoms, auf-
gebaut als antimetrische Produktfunktion von Einelektronenfunktionen, H, ist
der Storoperator des elektrischen Felds, grad;H; ist der Gradient des Operators H,
in Bezug auf das ¢-te Elektron, —e ist die Ladung eines Elektrons, und q, der
Bohrsche Radius. pE WETTE hat gezeigt, dafl sich dieser Formalismus auf die
Polarisation von Ionen im Kristallfeld tbertragen 148t, unter der Voraussetzung,
daf ein Modellsystem nicht iiberlappender Tonen angenommen wird. Das Kristall-
feldpotential des i-ten Elektrons, V(R;, &, ¢;), das mit dem Stéroperator H, des
Atoms durch:

H,=— Z e V(E;, 94, ) (2)

(]

verkniipft ist, kann bei einer Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen be-
schrieben werden durch:

TROw) =3 3 Vs fom B ine ) ®)

wobei die Feldstdrkekoeffizienten f;,,, im wesentlichen von der Struktur des zu
untersuchenden Kristalls abhingen, deren Einflul im Teil II untersucht werden
soll.

Die Tensorkomponenten g¢;,, der vom Kristallfeld im Ton induzierten Multipol-
momente Q; sind proportional zu den Feldstirkekoeffizienten:

Qm = — o1 fim 4)
die Proportionalitdtsfaktoren, die unabhéngig von m sind, heiflen Multipol-
Polarisierbarkeiten o;.

Die Polarisationsenergie eines Ions wird unter Benutzung der Polarisierbar-
keiten o; durch die einfache Beziehung'
T2 2 o fimfim (5)

1>0m
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beschrieben. Aus den GL (1) und (5) erhilt man fiir den Einelektronenfall:

o = ey (6)
LT a2l + 1) a (grad 11 Y1 0)2)

oder, wenn man die Identitdten der Erwartungswerte itber kugelsymmetrischen
Funktionen

(grad vt Y1) = (grad rt ¥;,;4)® = ... = {(grad ! ¥ )» (7)
und
Ugrad 1 Yoty = 2L sy ®)
beriicksichtigt,
a ey SE 9)

2L + 1)2 a (r202) ~

Die beiden letzten Ausdriicke unterscheiden sich von der urspriinglichen de Wette-
Formulierung [5] fiir den nichttrivialen Fall (I+ 1) um den Faktor I/(2l — 1).
Beim Ubergang vom Einelektronen- zum Mehrelektronensystem bekommt man
unter Vernachlassigung der in Gl. (1) auftretenden gemischt quadratischen Glieder
fir die Polarisierbarkeit eines Mehrelektronenatoms einen zu Gl. (9) analogen
Ausdruck:

4[= &P
: (10)

T U+ 1) gy 22y
1

wobei vorausgesetzt ist, daB die Erwartungswerte sich auf ein orthogonales

System von Einelektronen-Radialfunktionen bezichen. NEUGEBAUER [6] hat die

Berechtigung der obigen Vereinfachung diskutiert, und den dabei entstehenden

maximalen Fehler mit 309, angegeben.

3. Polarisierbarkeit von freien Ionen und Gitterionen

In dem hier vorgeschlagenen Modell werden die Einelektronenfunktionen
eines Tons im Gitter aus den entsprechenden Slaterschen Funktionen des freien
Ions dadurch gewonnen, daf} letztere beim Tonenradins abgeschnitten und renor-
miert werden. Bezeichnet man mit ¢;(r;) die i-te Einelektronenfunktion des
freien Ions

@i(ri) = Ng Ri(rs);  Ro(re) = 17" exp [~ (2 — ) r/ag nf] (11)
dann ist die des Gitterions, g;¢(r;) gegeben durch:
@ic(rs) = Nig By(ry) fir ry <7y (12)
=0 far r; > 7,
mit der Nebenbedingung
oo To
ij R (ry) r2 dry = N, [ Ri(r)) r2dry =1 . (13)
0 0
Die Erwartungswerte (z¥> iiber die Slaterschen Funktionen des freien Ions,
[k
b = [gams | - 1L ot ] o (14)

14*
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unterscheiden sich von denen des Gitterions durch den Faktor G(sg, ¢), ndmlich:

e = Gk, 9) <rf> (15)
wobei
(s [se! — ev(gor + sugrl 4 ... + se!)]
Clr: 9) = o Toel — eolgo T 5 g0 1 oo % 500)] (16)
und
sp=2n* + k
g=2(-—s)n*a, (1n

ist. Die abgeleiteten Erwartungswerte sind gerade die fiir Gl. (10) notwendigen
BestimmungsgroBen, wenn auf die Orthogonalisierung der Slaterschen Radial-
funktionen mit gleicher Winkelabhingigkeit verzichtet wird. Der dabei entste-
hende Fehler betragt maximal 5%,.

Fiir den Fall, daB nur die dullerste Schale eines Tons beriicksichtigt wird, ergibt
sich der einfache Zusammenhang zwischen der Polarisierbarkeit des freien Ions,
«1, und der des Gitterions, «f,

of = oy G22w* + 21, 9)JG(2n* - 21— 2,¢9) . (18)

4. Diskussion der numerischen Resultate

In Tab. 1 sind die berechneten und gemessenen Dipol-Polarisierbarkeiten «;
fiir freie Ionen und Gitterionen zusammengestellt. In der Spalte der Edelgasatome
bezieht sich die erste Zahl auf den in der Gasphase gemessenen Wert, und die
zweite in Klammern stehende Zahl, auf den mit den festen Parametern » und s
berechneten Wert, bei dem nur die polarisierbaren AuBenelektronen unter Ein-
schluf der d-Elektronen beriicksichtigt wurden. Alle weiteren Ergebnisse wurden
fiir eine Abschirmkonstante s’ erhalten, die fiir jede hier angegebene isoelektro-
nische Reihe so festgelegt wurde, da sie den experimentellen Wert der Edelgas-
Polarisierbarkeiten ergab. Die Adjustierung des Abschirmparameters, die sich
besonders auf die empfindlichen Polarisierbarkeiten der Anionen auswirkt, scheint
sinnvoll zu sein, wenn man beriicksichtigt, dall der feste Parameter s, der nach
Slater die beste Energie liefert, nicht gleichzeitig die beste Polarisierbarkeit er-
geben muB. Die mit dem Parameter s" erhaltenen Polarisierbarkeiten der freien
Ionen sind in der ersten Zeile jedes Kastens angegeben. Darunter stehen nach
rechts eingeriickt die von Fasans und Joos [7] gemessenen Werte in wélriger
Losung. In der dritten Zeile werden die von PavLiNe [8] aus den Joosschen Mes-
sungen abgeleiteten Polarisierbarkeiten zitiert. Die Ubereinstimmung der nur be-
dingt vergleichbaren Polarisierbarkeiten der freien Tonen und der gelosten Tonen
ist zufriedenstellend.

SchlieBlich werden in Zeile vier links die berechneten Polarisierbarkeiten fiir
Gitterionen, rechts daneben die durch Refraktionsmessungen bestimmten Fest-
korperwerte von TEssMANN, KAux und SmockLmy {9] aufgefithrt. Der in die
Rechnung eingehende Tonenradius wurde aus den Tabellen von Pavring [10] ent-
nommen. Fiir die vergleichweise grofien Polarisierbarkeiten der zwei- und drei-
wertigen Anionen wurde die Abhidngigkeit des Tonenradius von der Art und Zahl
der umgebenden Ionen berticksichtigt.
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Tabelle 2. Multipol- Polarisierbarkeiten of fir Qitterionen

0y (10724 cm?) H- 38 Lit 0,02 Be?t s B3t a
Oy (/10—40 Cm5) 3 a a a
Oig (10—56 cm?) 4 a a a
org (10772 em?) 7 s @ s

& N+ 26—46 O0— 14— 19 F- 0,78 Nat 0,18 Mgt 0,08 A+ 0,04

o 0,7— 2,2 0,4— 0,6 0,20 0,02 a a

o 0,3— 1,4 0,2— 04 0,09 s a s

o 0,2— 1,2 01— 0,3 0,06 a a a

o P 63—95 S - 39-49 C- 26 Kt 08 Ca* 041 Sc*t 0,22
o 5,911 3,1— 5,0 2,2 0,38 0,11 0,04
o 4,212 2,3— 4,6 1,7 0,16 0,03 0,01
o 4,617 2,0— 5,8 1,9 0,10 0,01 o

o As* 61— 82 Se— 45— 52 Br 35 Rbt1,4 St 085 Yt 0,52
o 6,013 47— 68 3,8 0,83 0,29 0,12
oty 5,6—16 44— 1,6 3,8 0,51 0,11 0,03
o 7,627 5,1—11 4,9 0,39 0,05 0,01
o Sb*= 9311 Te— 67— 78 I~ 54 Cst 24 Bat 1,5 Last 1,0
o 17 —30 12 —16 9,5 2,3 0,87 0,39
o 19 —40 12 —22 12 1,7 0,42 0,15
o 31 —73 18 —38 20 1,8 0,28 0,08

» Werte kleiner als 0,01.

Dem Formalismus von ZAcHARIASEN [I17] und PavuiNe folgend, wurden ent-
sprechend dem maximal und minimal moglichen Tonenradius, Grenzwerte fir die
Polarisierbarkeiten bestimmt. Bei 02~ beispielsweise, bezieht der Wert af = 1,4
auf ein 02—-Ton in BeO, der Wert «f — 1,9 auf dasselbe Ion im BaO-Qitter. Die
Ubereinstimmung der berechneten und gemessenen Polarisierbarkeiten ist fiir die
Anionen gut; fir die Kationen liegen die berechneten Werte im allgemeinen etwas
unter den gemessenen Groéfen.

In Tab.2 werden die hoheren Polarisierbarkeiten «f, «§ und «f fiir ein-,
zwei- und dreiwertige Ionen angegeben; «f wird als Vergleichswert zitiert. Die
hoheren xf-Werte unterscheiden sich von den hier nicht separat aufgefithrten
Polarisierbarkeiten der freien Ionen ganz wesentlich. So sind z. B. die Hexadekapol-
Polarisierbarkeiten «, der freien Tonen mit Xe-Konfiguration: ,,8b®- 2300, Te?~
410, I- 93, Cs+ 8,3, Ba? 3,0, und La’+ 1,2 (in Einheiten 10-72¢m?®)“, um ein bis
zwei Zehnerpotenzen groBer als die in der letzten Zeile von Tab. 2 angegebenen
Festkorperwerte. Die von anderen Autoren [2] berechneten Polarisierbarkeiten
der freien Ionen unterscheiden sich ebenfalls von den hier berechneten Werten
of um Gréfienordnungen.

Die Polarisierbarkeiten «f sind wichtige HilfsgroBen zur Berechnung der
Kristallfeld-Polarisationsenergie eines Tons; ihre experimentelle Festlegung mit
Hilfe von Kernquadrupolresonanz-Messungen stoft wegen der Unsicherheit
anderer Parameter auf Schwierigkeiten [12].

Mit der Angabe der of-Werte von o bis & sind die wichtigsten héheren
Polarisierbarkeiten erfaBt, da die ersten von Null verschiedenen Glieder in der
Kristallfeldpotentialentwicklung mit I < 4 beginnen.
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b. SchluBbetrachtung

In der Néherung nicht tiberlappender Ionen sind Multipol-Polarisierbarkeiten
von Gitterionen &f definiert und berechnet worden, die in dem vorgeschlagenen
Modell mit den Polarisierbarkeiten ; der freien Ionen in einfacher Weise zusam-
menhangen. Die Ubereinstimmung der berechneten Dipol-Polarisierbarkeiten der
freien Tonen und der Gitterionen mit den experimentellen Werten von Ionen in
wilBriger Losung und im Festkorper ist recht gut. Es ist beabsichtigt, mit dem
Satz der Polarisierbarkeiten fiir Gitterionen die Kristallfeld-Polarisationsenergie
zu berechnen, und deren Einflull auf die relative Stabilitdt mehrerer moglicher
Gitterstrukturen von Ionenkristallen zu untersuchen.

G. K. dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Unterstiitzung dieser Arbeit.
Disknssion und Kritik dieser Untersuchung von Herrn Professor L. JanseEN und Herrn A.
VAN DER AVOIRD waren von groflem Nutzen.
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